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RE S Ü M B i 
Tanto en plasmas de laboratorio como en la ionosfe-
ra, se ha observado recientemente un fenómeno nuevo en la res 
puesta de una sonda cilindrica de Langmuir que se mueve en -
un plasma rarificado* Bajo condiciones tales que: a) el poten 
cial de la sonda respecto al plasma sea muy negativo; b) su -
velocidad sea mucho mayor que la velocidad de las ondas iono-
-acu^s"fcicas &el plasma; y o) la longitud de Debye sea grande 
comparada con el radio de la sonda pero pequeña con respecto 
a su longitud, la corriente eléctrica registrada por aquella 
muestra un máximo muy agudo cuando el ángulo entre la direc-
ción del movimiento y el eje de la sonda pasa por cero. 
En la presente tesis se desarrolla una teoría de es 
te fenómeno, la cual conduce a una expresión analítica para -
la corriente eléctrica recogida por la sonda; se obtienen fór 
muías sencillas para la altura y semiancliura del máximo de la 
corriente y resultados gráficos universales para la estructu-
ra de dicho máximo. La teoría está en muy buen acuerdo con los 
datos experimentales existentes„ Se muestra cómo puede hacer-
se uso del efecto en la corriente para medir las variables de 
estado en los plasmas, y en particular para la medida de la -
temperatura iónica* 
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f "^  US 1J e s un 
instrumento de medida, muy sencillo, utilizado en el estudio 
de los gases ionizados o plasmas, y que consiste en un peque 
ño electrodo situado en el plasma en el lugar de interés y -
conectado a un circuito exterior que permite regular su poten 
cial eléctrico (fig. 1)« Generalmente la superficie de la son 
da tiene una temperatura, muy inferior a la del plasma así -
que casi todos los electrones que la alcanzan son absorbidos 
y casi todos los iones que la alcanzan se recombinan con elec 
trones de la superficie, a la cual abandonan como átomos neu 
tros* La sonda, por tanto?absorbe cargas eléctricas,, pero no 
absorbe masa. El diagrama corriente-voltaje (G-V), que es una 
representación de. la corriente eléctrica que fluye del plas-
ma a la sonda en función del potencial de ésta, puede suminis 
trar importante información acerca de las propiedades locales 
del gas ionizado (fig. 2). 
A causa de su extremada sencillez experimental, la 
sonda de Langmuir es una de las técnicas más frecuentemente 
empleadas en la "diagnosis", o determinación de las variables 
de estado de los plasmas [2]* Las sondas, inicialmente intro 
ducidas para plasmas de laboratorio, son ahora utilizadas a 
menudo en la exploración del espacio* Para facilitar la obten 
ción de las propiedades del plasma a partir de la información 
contenida en los diagramas C-Y observados experimentaimente 
i Los números entre los signos [ ] se refieren a la bibliogra 
fía al final de esta te 
Fig.l Esquema básico de la sonda de Langmuir. 
SONDA 
ls \ 
RÉGIMEN DE 
TRANSICIÓN 
POTENCIAL 
FLOTANTE 
RÉGIMEN DE 
SATURACIÓN ELECTRÓNICA 
IONIZACIÓN SECUNDARIA 
DEBIDA A LOS ELECTRONES 
ACELERADOS 
Ve 
RÉGIMEN DE 
SATURACIÓN 
IÓNICA 
EMISIÓN SECUNDARIA 
DEBIDA AL BOMBARDEO 
IÓNICO DE LA SUPERFICIE 
DE LA SONDA 
POTENCIAL DEL 
PLASMA 
(MEDIDO CON RESPECTO 
AL PLASMA ) 
F i g . 2 D i a g r a m a C -V de una s o n d a de L a n g m u i r p a r a X >> r 
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se emplean comúnmente formas de sonda de alto grado de sime-
tría: xana esfera o un largo cilindro para plasmas en reposo, 
o un largo cilindro para plasmas en mo^vimiento según el eje 
del cilindro. Desgraciadamente la teoría requerida para la-
interpretación de los datos experimentales es difícil inclu-
so para tales formas sencillas» 
Cuando una sonda se encuentra a un potencial eléc-
trico, V (medido con respecto al potencial local del plasma), 
atrae partículas con carga de signo opuesto a Y3 y rechaza -
las de signo igual* Si |V | es suficientemente grande, muy po 
cas partículas rechazadas alcanzan la sonda, y se establece 
una capa (capa de Debye) adyacente a ésta que sólo contiene 
partículas atraídas* La densidad de carga espacial neta esta 
blecida en esa región, de signo opuesto a la carga en la son 
da* limita la penetración del campo eléctrico en el plasma; 
más allá de esa capa de Debye las densidades de carga de las 
partículas atraídas y rechazadas se hacen aproximadamente — 
iguales (cuasineutralidad del plasma) [3j« El apantallamien-
to de los campos eléctricos es una de las características fun 
damentales de los plasmas; el espesor de la capa de Debye, o 
distancia de apantallamiento, es del orden de una longitud -
existencia de esa capa límite es la causa fundamental de la 
dificultad de la teoría de sondas* 
La conjunción de sencillez experimental y compleji 
dad teórica ha resultado en una copiosa literatura sobre la 
teoría de la medición por medio de sondas, esto es, sobre el 
problema de extraer información acerca de un plasma a partir 
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de un diagrama G-V obtenido experimen talmente. Los análisis 
existentes consideran naturalmente el problema inverso; s u -
puestas conocidas las propiedades del plasma (así como las -
características de la sonda) determinar cuantitativamente el 
diagrama 0-V. 
car mediante una ordenación de las longitudes características 
que se presentan en él. Usualmente éstas son: 
1) La longitud de Debye, \-Q0 
2) Una longitud característica de la sonda (en ca 
so de una esfera o un cilindro, el radio F S ) . 
3) En la presencia de un campo magnético aplicado, 
B0, el radio de Larmor de los electrones ("basa 
do en una velocidad característica de éstos), 
4) El correspondiente radio de Larmor de los iones 
«¡¡Lo-5 0 
5) Un camino (o caminos) libre medio para las par 
tículas cargadas, X
 0 
De acuerdo con lo dicho anteriormente sobre el apan 
tallamiento de Debye, las longitudes realmente fundamentales 
en el problema son X-p y TQ% le, 1¿ y X sólo intervienen si 
son menores o del mismo orden que \j¡ 6 rs; en caso contrario 
desaparecen del problema. Por otra parte se supone que las -
longitudes macroscópicas características del plasma, como son 
su dimensión lineal o la escala de su inhomogeneidad, no in-
tervienen en el problemai XTJ es usualmente muy pequeño com-
parado con tales longitudes, y por otra parte se pueden obte 
_ 4 -
ner sondas con r s del orden de 10""3 om. (Desde luego l a s son 
das carecerán de u t i l i d a d para casos en que l a s longi tudes -
macroscópicas intervengan en e l problema, pues no se podrán 
obtener medidas l o c a l e s ) • De todo es to se sigue que en l o s -
a n á l i s i s t e ó r i c o s e l plasma, se supone homogéneo en ausencia 
de l a sonda» 
La s i tuac ión que presenta mayor i n t e r é s y que más 
atención ha merecido corresponde a l l ím i t e " ra r i f i cado" o — 
"sin co l i s i ones" en e l cual X^Xjp X ^ r s » ^1 l ími t e opuesto 
("continuo")
 ? en e l que X^Xji? XC r s ? ka sido analizado (su 
poniendo B0 —*-0, es to e s s l Q ? l i -"*"* °°)? en t re o t ros por Su 
5J, Oohen [6J y Toba y Sayano [Tj para plasmas en re™ 
poso r e l a t i v o a l a sonda9 y por Ghung L°J , Su [9J y Bam [10J 
para plasmas en movimiento; l a condición XC Xj) solo puede 
ser sa t i s fecha en plasmas débilmente ion izados , y aún 
tos se presenta raramente? lo que expl ica l a ( relat ivamente) 
escasa l i t e r a t u r a sobre e l tema. El caso intermedio en que A 
es comparable a Xjj ó a r g ? es importante pero ofrece grandes 
d i f i c u l t a d e s a n a l í t i c a s ; no obstante se han obtenido recién™ 
11J - h4 j » 
En los trabajos pioneros de Langmuir [3]? y en la 
mayor parte de la subsiguiente copiosa literatura sobre el -
límite "rarificado" se supone que Bo = 0? si B0 ^ 0 el análisis 
15J — ¡2.2 J, Debe subrayarse -
sin embargo que la hipótesis B0 = 0 no es excesivamente res-
trictiva. Para entender esto conviene discutir brevemente las 
características cualitativas del diagrama C-V en el límite -
"rarificado" para B0= 0 (fig. 2): 
-5 -
(a) Potencial del plasma,: Cuando Vs = 0 la sonda no 
perturba eléctricamente el plasma, y la corriente, Ig, que -
recoge aquella se debe tan sólo al movimiento térmico de las 
partículas. La velocidad térmica de los iones es mucho menor 
que la de los electrones, por lo que la corriente I s es pre-
dominantemente electrónica. 
(b) Régimen de saturación electrónica; Si Y >0 la 
sonda atrae electrones y rechaza iones; es evidente que tan 
sólo el primer fenómeno tiene un efecto apreciable sobre I . 
La variación de Is con Yg, para Yg positivo, depende de la -
forma de la sonda y del valor de g^/X-n? para muchos casos de 
interés I s se satura aproximadamente, esto es, dXg/dYs se ha 
ce muy pequeño* Normalmente no se usan valores muy grandes de 
Y0, pues en caso contrario los electrones acelerados por la 
sonda producen una ionización secundaria en el plasma® 
(c) Régimen de transición! Para Yg<0 la sonda recha 
za electrones y acelera iones» De nuevo el primer efecto es 
el importante. La corriente electrónica y, por tanto, Ig , 
decrece rápidamente. Si la función de distribupión de los -— 
electrones es Maxwelliana, I s varía exponencialmente con Yg; 
en otro caso la forma de IS(V ) puede suministrar información 
sobre dicha función de distribución* 
(d) Potencial flotantes Para Yg decreciente se al-
canza un valor, Yf, tal que la corriente electrónica es ya -
tan reducida que iguala a la iónica,, esto es, 1 8 = 0. Una son 
da aislada eléctricamente adquirirá ese potencial al que, por 
tanto, se le llama flotante. 
(e) Régimen der saturación iónica! Para V-XV-p la co 
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rriente iónica predomina sobre la electrónica; de nuevo se -
puede presentar una cuasi-saturación de Ig, dependiendo de -
la forma de la sonda y del valor de rs/\-n» No se u.san valores 
(negativos) muy grandes de VQ, pues en caso contrario el bom 
bardeo iónico produce una emisión secundaria en la sonda. 
En muchos casos de interés el plasma se encuentra 
en la presencia de un oampo magnético aplicado, BQ; sin embar 
go? B0 es raramente tan intenso que 1¿ sea del mismo orden o 
menor que Aj) ó rg. De esto se sigue que usualmente se puede 
despreciar el efecto del campo magnético sobre el movimiento 
de los iones* Por otra parte si Tg es negativo y no muy pró-
ximo a cero, la sonda absorbe pocos electrones, por lo que -
éstos se encuentran en equilibrio en el campo potencial de -
aquella, independientemente de que B0 sea o no sea, igual a -
cero® Como consecuencia,para una gran mayoría de los casos, 
se puede suponer que B0= 0 en el estudio de los regímenes c), 
d) y e) indicados anteriormente« Frecuentemente estos regíme 
nes son de hecho los únicos que se pueden emplear expeiimen™ 
talmente debido a que para VQ> 0 la corriente electrónica se 
hace tan grande que tiene una influencia no local sobre el -
plasma. 
En sus estudios sobre el límite "rarificado", Lang 
3J trató satisfactoriamente dos casos extremos? rs/X])^1 
y rgAD»1 * 
i Se demuestra fácilmente que la componente de Is debida a 
la especie rechazada se calcula sin dificultad [2j, por lo 
que el análisis siempre se reduce al cálculo de la corrien 
te de partículas atraídas» 
Para rs<Xj)? el campo potencial decrece lentamente 
con la distancia a le, sonda., debido a que el espesor de la -
capa de Debye, medido en radios rg? es muy grande; es fácil 
demostrar que en este caso se puede calcular I , para sondas 
cilindricas o esféricas, sin determinar la forma del campo -
potencial [2].. Para 3?S/\T) creciente, el espesor relativo de 
la capa de Debye disminuye y el campo potencial se hace más 
abrupto, esto es, decrece más rápidamente con la distancia ; 
en este caso se puede demostrar que para determinar I s es 
2J® No obstante, si rs/ 
/XJN se hace suficientemente grande se puede, de nuevo, evitar 
el estudio del campo potencial en el cálculo de I . En efec-
to, como la capa de Debye es entonces muy delgada y el campo 
potencial no penetra mas allá de esa capa, la componente de 
1 debida a la especie atraída es aproximadamente independien 
te de Vg, y es por tanto igual a su valor para Vg= 0 [2J . 
Posteriores análisis han mostrado que el caso rs/ 
/\-r^ 1 no es tan sencillo como se acaba de describir,, Por — 
otra parte, I*S/XT) e s frecuentemente de orden unidad o modera 
damente pequeño (o grande)» A causa de todo esto se ha desa-
rrollado una extensa literatura sobre el problema general del 
límite "rarificado", el cual en la actualidad puede conside™ 
23J-[30j ; existen resultados numéricos comple 
tos para esferas y cilindros con ^3/\Q arbitrario y B0 = 0 -
[30] . 
Conviene indicar brevemente la causa del fracaso -
ntá era 
del análisis de Langmuir para rs/\;D> 1, Bohm [1SJ demostró -
que de hecho, el campo potencial penetra más allá de la capa 
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de Debye, en la región donde el plasma es cuasineutro. Este 
efecto solamente es despreciable en el caso de que la especie 
atraída esté a mayor temperatura que la rechazada. Gomo se 
ha indicado anteriormente, en muchas situaciones sólo se pue 
de emplear el intervalo Vs< 0, en el cual los iones son las 
partículas atraídas; dado que los iones raramente se encuen-
tran más calientes que los electrones, se sigue que frecuen-
temente el análisis de Langmuir carece de utilidad práctica. 
Conviene señalar que el campo potencial que penetra 
más allá de la capa de Debye acelera las partículas atraídas 
en tal grado que éstas llegan a dicha capa con una energía -
cinética que corresponde a la temperatura de la especie recha 
zada; este es el llamado criterio de Bohm [15] 
que tiene una 
gran importancia! en el caso YQ< 0 y !¿<Te (siendo Tj_ y TQ 
las temperaturas de iones y electrones respectivamente), los 
iones penetran en la capa de De "oye con una velocidad media de 
terminada por T0 y no por T^0 Así pues I0, en el régimen de 
saturación iónica, depende de Te y no de T^. A causa de esto 
se admite comúnmente que las sondas no pueden medir la tempe 
ratura iónica,, (Para rg/X-rjC 1 es fácil demostrar 
prácticamente independiente de 1^ en todo el intervalo de va 
riación de V s ) . 
La discusión anterior sobre el límite rarificado -
se refiere exclusivamente al caso en que no existe un movi-
miento relativo entre sonda y plasma; el análisis se compli-
31J - J33J . Un pro ble 
ma en el que no se presenta tal complicación es el de una son 
da cilindrica, infinitamente larga, que se mueve con una ve™ 
_g _, 
locidad U respecto al plasma, y tal que **S/XT) e s pequeño (fi 
gura 3). Langmuir realizó un análisis de esta situación [3J, 
y mostró que, para (~e¥ ) y m¿ U mucho mayores que K>g TQ y 
Kg Tj_ (donde e fe? o Juct w c l X ¿ ic i wX.fcíO uX UIJ.XC>cia líi-S " b JLd Illclifc>ct vj.fc? X.UtJ> 
iones, y % es la constante de Boltzmann), la corriente eléc 
trica, ISQ0, a una sonda de longitud 1 (l —#-oo), viene dada 
aproximadamente pon 
11/2 
-"-Seo /
 N 2 Z¿ e vg 
— — »2N 0e (ü sen 0) rs 1 - — — 
1 L m^CU sen 9)¿ J 
(1) 
donde N0 es la densidad del plasma, 0 es el ángulo entre el 
eje de la sonda y us y Z¿ es el número de carga de los iones. 
Nótese que según la Ec* (1) XSQ0 decrece monotónicamente cuan 
do 0 va de w/2 a cero* 
En cualquier experimento real 1 debe tener un valor 
finito, naturalmente» Recientemente se han publicado resulta 
34j, [35J? como de 
36J , bajo l a s condiciones vQ/\-^ 1, - e Vs y m^U2 
>Z¿KgT e5 y l / r s ^ 8 2 0 ? que presentan una importante d i s c r e -
pancia con l a Ec» O)* La co r r i en t e observada I s permanece -
próxima a IS c D en tanto que © no es pequeño, pero cuando l a 
sonda se aproxima a una or ientac ión pa ra l e l a a u9 I s exhibe 
un fuer te pico que culmina en 0 = 0 en un va lor mucho mayor -
que I S ( D ( © = 0 ) (fig* 4-)* Se puede exp l i ca r e s t e fenómeno como 
un efecto de extremo debido a l a longi tud f i n i t a de l a sonda 
Í36] , ¡ 3 7 j . Es evidente que puede se r necesar io e l empleo de 
fe. «J la d 
sondas extremadamente largas, si uno quiere usar la Ec. (1) 
para interpretar los resultados experimentales* 
D 
U 
Fig.3 Movimiento relativo del pía plasma respecto a una sond; 
de Langmuir cilindrica (r << X ) 
s • D 
l s (UNIDADES ARBITRARIAS) 
-90 -75 -60 -45 -30. 
8' 
Fig.H Corriente eléctrica recogida por la sonda de la Fig.3, 
en función del ángulo de ataque 6, para U/ADu>pi = 38, 
= -48; línea continua» sonda con l/ro-= 450-, X D / r s = 1 3 , *s 
linea a trazoo, s, sonda con l/r -*• -.(Según la Ref. {37}) 
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De mayor interés para la diagnosis de plasmas es -
el efecto de extremo en sí mismo» El máximo de la corriente 
puede ser muy acusado, y debiera ser posible aprovacharlo pa 
ra obtener información sobre las propiedades del plasma y so 
bre la dirección del vector u* De particular interés es que 
tanto la altura como la semianchura del máximo dependen sen-
siblemente de Ij¡ . Esto es muy importante a causa de lo que -
se dijo anteriormente en relación con el criterio de Bohm. -
la importancia del efecto de extremo para el estudio de la io 
nosfera ha sido discutida, recientemente [38J . 
El primer análisis, muy simplificado, de dicho efec 
to fué realizado por Bettinger y Ghen Í36J, Hester y Sonin -
37J llevaron a cabo algunos cálculos numéricos para 0=0 y 
lm^3AT) (ü/^-pW^) donde W ^ 
i 
es la frecuencia iónica del plasma ; también mostraron que 
el análisis de la Ref. [36j está limitado al intervalo l>lni. 
El análisis que se presenta en esta tesis es válido para — 
X D ^ 1^3^, y 9 arbitrario dentro del intervalo angular que -
contiene al máximo de la corriente; el análisis parte de una 
similaridad, señalada en la Ref. [37]> entre el problema del 
efecto de extremo y un problema no estacionario que trata de 
un plasma en reposo. 
En la próxima sección se plantean las ecuaciones -
necesarias para el estudio del efecto de extremo, y en la --
Sec III se introducen las ideas básicas de una teoría desa-
rrollada recientemente para el problema similar no estaciona 
rio i39jo En la Sec* IV se discute la aplicación de esa teo-
ría al problema de esta tesis* En la Sec* V se presentan re-
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sultados analíticos y gráficos para dicho problema; estos re 
sultados se toman del desarrollo matemático para el problema 
similar no estacionario que se lleva a cabo en el Apéndice C. 
La Seo* VI trata de la comparación de aquellos resultados con 
los datos experimentales existentes. Las aplicaciones del — 
efecto de extremo y las conclusiones del estudio se discuten 
en la Seo. VII„ En el Apéndice D se discute la teoría de Bet 
tinger y Chen 1361 « 
El presente análisis está basado en varias aproxi-
maciones,, Algunas son obviamente justificables: se usa la ley 
de Boltzmann para la densidad de los electrones (Seo* II)„ y 
se desprecia el movimiento térmico de los iones en la direc-
ción del eje de la sonda (Sec II)« Otras simplificaciones -
están ligadas a la cuestión de la valid.ez de la similaridad 
37J i (a) Se aproxima la velocidad de los iones a 
lo largo del eje de la sonda por su valor aguas arriba, U; -
se desprecian en la ecuación de Poisson las segundas deriva-
das del campo potencial, (b) según la dirección del eje de la 
sonda, y (c) con respecto a un ángulo azimutal en torno a di 
cho eje| se desprecian (d) el campo potencial aguas arriba de 
la punta delantera de la sonda y (e) el cambio en el momento 
de la cantidad de movimiento de los iones» Las aproximaciones 
(a) y (b) se discuten en la Sec IV, y las aproximaciones (c) 
(d) y (e) en el Apéndice B. Finalmente la solución misma del 
problema similar no estacionario se obtiene aproximando el -
campo potencial en la vecindad de la sonda por cierto campo 
estacionario; esto se discute en la Seo, III y en el Apéndi-
ce A» 
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1 1
 • ~ gMNTEAMIENTO JjEL¡.PROBLEMA DEL EFECTO D^E EXTREMO. 
Se c o n s i d e r a una sonda c i l i n d r i c a de Langrnuir, de 
l o n g i t u d 1 y r a d i o r s , en un plasma r a r i f i c a d o de dens idad -
e l e c t r ó n i c a N0 y t e m p e r a t u r a s Te ( e l e c t r o n e s ) y T¿ ( i o n e s ) ; 
en un s i s t e m a de r e f e r e n c i a l i g a d o a l a sonda , e l plasma se 
mueve con una v e l o c i d a d U que forma un ángulo 0 con e l e j e de 
a q u e l l a ( f i g . 3)» Se supone que e l p o t e n c i a l de l a sonda, V s , 
e s n e g a t i v o y t a l que 
% U 2 « KBíDe« - e V s ; 
e s e v i d e n t e que bajo t a l e s c o n d i c i o n e s muy pocos e l e c t r o n e s 
a l canzan l a sonda, y l a dens idad e l e c t r ó n i c a en to rno a e l l a , 
l? e , v i ene dada aproximadamente por l a l e y de Boltzmann 
N e « N 0 e x p ( - Y ) (2) 
donde ^KB - e I/'K-Q Te y V e s e l campo p o t e n c i a l e s t a b l e c i d o en 
e l p lasma. Def in iendo 
j8= T Í / Z Í ^ Q , M = Ü / A D W P Í , (3) 
í = 1/XD , 6 = TQ/X-Q , (4) 
, A 
se supone también que M y 1 > 1 , g1^ 1 y A£ 1, donde M es e l 
número de Mach basado en l a v e l o c i d a d de l a s ondas i o n o - a c ú s 
t i c a s ( A D ^ p i ) ? y^J) e s l a l o n g i t u d de Debye (Kg TQ/4n*No e ^ ) » Oj J e s l a f r e c u e n c i a i ó n i c a d e l plasma ( 4 T T N 0 ZJ_ e /DH ) ' , y px 
m i y 2i son l a masa y número de ca rga de l o s iones» 
Si j ( z ) e s l a dens idad de c o r r i e n t e en l a s u p e r f i -
c i e de l a s o n d a , a una d i s t a n c i a z de su punta e s e v i d e n t e 
que l a dens idad de c o r r i e n t e media 
* 3(z) e s l a densidad de c o r r i e n t e promediada sobre e l con-
t o r n o de l a sonda en z. 
- 1 3 -
s i - 1 / * ; 
'o 
puede ser escrita como una función adimensional 
„_,_ ~ „__ (i
 ? M s £ , 8 f "Y3, 0 ) , (6) 
3c» 3QD 
donde Y s = - e Vg/Kg Te y JQJS j (l~~•-oo); según la Ec.O) 
r -il/2 
ÓCD= TT"* No e ^  s e n © 11 - 2 Z¿ e V s/% U^ sen^ 9 (7) 
La corriente total a la sonda, Is, es igual al pro 
ducto de 2-r?*rs 1 j ^ y D/DQQ. Para obtener esta última canti-
dad hay que resolver la ecuación cinética para la función de 
distribución de los iones en las condiciones de un plasma ra 
camino libre medio mucho mayor que las longitudes 
de 
de interés ra y ATO* la ecuación Ylasov. Dado que ésta con-
tiene el potencial Y , hay que resolver simultáneamente la -
ecuación de Poisson para Y , que en forma adimensional es 
y 9f / *? j>2 9 f 2 12 ^ 2 
donde f = r/rB, ^  = z/l, \? = (Z± % -Ne)/N0 5 (9) 
% es la densidad iónica en torno a la sonda (Zj_N¿ y Ne—i»»N0 
cuando r «—•- oo) y se han introducido obvias coordenadas cilín 
tricas r, <p y z0 Para cerrar el sistema formado por la eoua 
ción iónica de Vlasov y la Ec.(8) se usa la Ec„(2) para eli-
minar Ne/N0 de la expresión V [en la inmediata proximidad -
de la sonda? donde la Eo.(2) no es válida, tanto Ne/N0 como 
exp.(-Y) son exponencialmente pequeños en f , 
Las condiciones de contorno para la Ec.(8) son 
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Y(f=i) = -H4 (10) 
Y( f - ^ C D ) -^ 0. (11) 
En cuanto a la función de distribución iónica,, es 
evidente que aun cuando se puede despreciar el movimiento tér 
mico de los iones a lo largo del eje z (deMdo a las condicio 
nes M»1 y ySó 1), no se puede hacer lo mismo con el movimien 
to en el plano (f,*?)» Así pues? es preciso conocer la fun-
ción de distribución iónica aguas arriba de la sonda; aun 
cuando la presente formulación tiene validez general, se su-
pondrá más adelante que tal función es Maxwelliana* Por otra 
parte la superficie de la sonda se considera perfectamente -
absorbente. 
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III.- ^ IMI^IP^L^^-^gR^B^MA N 0 ESTACIOHARIO. 
En su estudio sobre el límite 9 = 0 (que también im 
plica *^/9*P=0), Hester y Sonin 36 I observaron que si tanto 
fea « ^ 
1 como M^/Yg son tan grandes que se puede despreciar 9 r / 
/3$? en la Eo.(8), y se puede aproximar la velocidad de los 
iones a lo largo del eje z por su valor aguas arriba, U, el 
problema presente, que trata de un movimiento estacionario, 
es similar a un problema no estacionario acerca de una sonda, 
infinitamente larga que se sitúa en un plasma en reposo, en 
el instante t = 0 (con todas las demás condiciones supuestas 
iguales en los dos problemas). El tiempo de viaje de los io-
nes a lo largo de la sonda, z/tJ, y la densidad de corriente 
en z son respectivamente equivalentes al tiempo t y a la den 
sidad de corriente (espacialmente uniforme) en el instante t« 
A medida que z (ó t) aumenta, la función de distribución de 
los iones se reajusta, y para 1 (ó t) —+-oo la densidad de co 
rriente alcanaa el valor limite correspondiente a una sonda 
infinita (o en estado estacionario) 3^(0=0),, En el contex-
to del problema no estacionario se puede escribir 
(12) l (ES? ~ = 0) 1 
•o 
l /U 
j(-fc) dt 
donde t-j = ü (13) 
es el tiempo equivalente a la longitud de la sonda* 
El problema no estacionario ha sido recientemente 
381. Su análisis se basa en las si-
guientes observaciones? 
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(1) Es posible derivar una expresión muy aproxima-
da para el campo eléctrioo s -
de / ) sin resolver simultáneamente la ecuación de Vlasov pa 
ra los iones: Integrando la ecuación de Poisson 
_J,„ „2.„_ c ».?J!f.4 - 2 ( f - - - - - ) = e v (14) 
se obtiene l a expresión formal 
W f s S(-b) £2 ,n2 sy tn , v , N 
„ £ L . = „ „ I J _ 4. y> -1)<V (5>,t)> (15) 
donde -Y 5" (t) es el campo eléctrioo en la superficie de la 
sonda en el instante t, y <V^ > está definido por 
V(f'?t)d(f'2), (16) 
i 
La función <T(t) va r ía muy poco ent re t = 0 y t ~ co a s i que -
en l a E c . ( l 5 ) se puede usar un va lor medio h que e s t á dado 
por _ * 
a"m1 = l n g + Y ( g , f s ) (17) 
donde Y viene dado en l a f igura 5„ La función ^y^ var ía en -
e l i n t e r v a l o 0 ^ < V > Í É 1 | s in embargo, en un c i e r t o entorno de 
l a sonda aproximadamente f£f = ( 2 Y í ) £ I se puede 
aproximar <"y> P°r una constante ^ » 0 8 8 0 „ El e r ro r en e l ca l 
culo de l a co r r i en t e que r e s u l t a de e s t a s aproximaciones es 
del orden del 1$. Todas e s t a s conclusiones son derivadas en 
e l Apéndice A. 
De l o que precede se deduce que para f£f se pue 
1.5 
1.0 
0.5 
0 
i | i | i 
trie' = / / /S 
~ 2.30' / / 
7>A*>// 
— 4.60 / 
1 , 1 
1 ' 1 ' 
— 
-
1 . ' 1 
0 20 40 60 80 
4/ 
¡es 
Fig.5- Parámetro Y del campo potencial en función del radio e 
y el potencial tp (adimensionales) de la sonda. 
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de aproximar el campo eléctrico por una función que sólo de-
™ - _ = - lp -&_ x -__-_„ (j? _i)# (18) 
9f S f 2? . 
Excepto por un factor de orden unidad f es igual 
a exp,(-¿" ) y puede ser considerado como el radio caracte-
rístico de la capa de Debye„ Si tm es el tiempo típico del -
viaje a la sonda de los iones que estaban en el límite de esa 
capa en t=0, está claro que el presente análisis sólo será 
válido para t £tm 0 
(2) Conocido el campo eléctrico, se puede calcular 
explícitamente las trayectorias de los iones; por otra parte 
la corriente a la sonda se hace lineal en la función de dis-
tribución iónica en el plano ( frf) para t=0, f0(v¿.). Basta, 
por tantoj determinar la corriente para la función f0 más sen 
cillas aquella para la cual todos los iones tengan velocida-
des de igual magnitud, v¡f
 f y dirección (paralela a un eje po 
lar escogido arbitrariamente; véase fig. 6), Una vez que la 
corriente (adimensional) correspondiente, j (yj )/joo? haya 
sido calculada, la corriente para cualquier otra forma de f0 
vendrá dada por la integral ¡f0C^ )dt* l*(vf )/l(D . 
Para calcular j /á® s© usan las ecuaciones de con-
servación de la energía y del momento de la cantidad de movi 
miento? para dividir el plano (y?«f) e n "k = 0 en dos regiones 
mutuamente exclusivas A*(v* ) y B*(y¡f ) (fig. 6), tales que -
un punto (j%«f ) pertenece a A si un ion con tales coordena-
das en t = 09 y moviéndose bajo la acción del campo dado por 
^iSrílÍ!-
Fig.6 Diagrama en que se señala la región A* del plano (p , <f> ) 
transversal al eje de la sonda; A* cubre las posiciones 
iniciales de los iones que están destinados a alcanzar 
. la sonda en algún instante t > 0. 
_-j8 _ 
la Ec.(l8), alcanzará la sonda para algún t >0, El tiempo de 
viaje a la sonda de cada "punto" de A puede ser calculado y 
por lo tanto se puede construir una función a*(v* , t) que re 
presenta el área de la parte de A que ha sido "recogida" por 
la sonda antes del instante t. La corriente por unidad de Ion 
gitud de la sonda es entonces 
2Trraá*(t)=H0e ^a*/3t (19) 
y definiendo a ( t ) = . se obtienes 
2TT r s j ( t ) = N 0 e da/dt (20) 
El valor medio de j es 
_ Nn e a ( t ) 
3 = — ° — — ~ ^ — (21) 
2 ir r
 s t 
y en forma adimensional 
l/im= S á ( r ) / ( 8 f g ) l / 2 r (22) 
donde Z = 6 J , . t y a es una forma adimensional del á rea , ü 
P i 
Se puede determinar e l comportamiento general de -
j / j ^ por medio de un a n á l i s i s c u a l i t a t i v o de j /D'QQ* e s c o -
giendo un va lor de que sea del orden de l a velocidad ca-
r a c t e r í s t i c a de los iones . La condición de que un punto ( fQf 
<Y ) per tenezca a A se obtiene fácilmente de l a s ecuaciones 
de l a energía y del momento de l a cant idad de movimiento de 
un ion con t a l e s coordenadas en t - O , Se obtiene l a condición 
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G = 
donde 
|sen f J á G ( ? 0) /£ , (23) 
1 x
 Ce<*)-1 oii fQ2- v ( f 0 2 - D / r t * f m 2 ] l / 2 (24) 
« = — - r - » A = —- r ~. - . r — (25) 
NC.5 ^ Z i K B T e Ed 
Para y »1 7 • JB ¡é 1» como se supone aquí? se tie-
ne c( -4L1* Para todo rt <1 hay un valor f tal que G( P )/?' = 
y. Q. y. 
= 1, -y entonces G(f0)/^>1 para ?0<f^; Í^W? el límite 
de A dado por la ecuación (24), tiene la forma indicada en-
la fig. 6 • Si se consideran valores crecientes de if , o( 
crece y el punto q baja, alcanzando la curva f= 1 cuando oc = 
= 1 | para «*>1, se tiene G(P)/_fQ^l para todo f Q ^ 1 . Dado 
que el potencial es prácticamente logarítmico para f^.f/3 $ 
véase la Eo.(l8)J se obtiene que la veloci-
dad radial media de un ion con (P., <£>) en esa región? en su 
viaje a la sonda? es prácticamente independiente de (f0i^0)¡ 
específicamente, fr/^c^f-m ^onde "^o^o* ^ o^ e s e^ ^emV° &e 
viaje a la sonda* Por tanto, en tanto que f ¿ft se tendrá 
a*^fm2 r 2 ^ Y s J z2/t2 (26) 
Así pues j /JQQ crece linealmente con ^ hasta que "c= T 
= ^0(?0= ÍL? ^ 0= 1V2); a cambia entonces de una dependencia 
El otro límite de A en la fig. 6, ^(«f)? »° interviene en 
este análisis porque s „ •**. 
_ 2 0 -
cuadrática a una dependencia oasi lineal en f .Bara valores 
de Z todavía mayores, d /$& empieza a decrecer porque iones 
que estaban inioialmente fuera de la región en que 3 ye)? ^ 
9 comienzan a alcanzar la sonda; para tales iones 9/TQ 
decrece rápidamente con f , debido a la disminución del poten 
oial. Despreciando variaciones logarítmicas se obtiene de la 
\^(YJ/J3*)1/2 (28) 
así que poniendo Z=Tn^ ?n/?Q en (27) se obtiene el máximo 
q q ^ 
de *J*/j 00 s 
f/i OD ^(%//)V2 I , (29) 
valor que puede exceder mucho a l a unidad, y que depende de 
A * La caasa de es te máximo es que e l campo po tenc ia l es es 
tablec ido tan repentinamente que a t rapa en l a vecindad de l a 
sonda a iones con un va lor pequeño del momento de l a cantidad 
de movimiento. Cuando JSÍ aumenta, f crece y l a región de -
iones con momento pequeño aumenta también» Para va lores d e -
c rec i en t e s de v^ se alcanza un va lor c r í t i c o de A para e l -
cual f sa le de l a región ^^7^f r*> f" ; en t a l caso, e l ere 
cimiento de j /^m» dado por l a Ec 8 (27) , es interrumpido por 
l a rápida disminución de 9 /x.¿ para f c r e c i e n t e , y no por 
e l hecho de que e l l ími t e de A haya sido alcanzado» Este - -
efecto es e l mismo para todos l o s valores de J$ menores que 
e l c r í t i c o , por lo que l a co r r i en t e se hace entonces insens i 
t i v a a esa cant idad. El va lo r c r í t i c o de p se encuentra po 
niendo fQ<^fm9 es"bo e s , T ~ 1 , a s í que 
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P
 GT^ £ i (30) 
la máxima corriente posible ess por tanto, 
3 / 0 (T) 'q Ó/fco V. -3 I ^  
I V . - EXTENSIÓN DEL MALIS1S AL PROBLEMA DEL EffEOTO DE EXTREMO 
*& / I 
(s imi lar idad H-S), l a s funciones dadas en l a s Ees . (6) (para 
©=0) y (22) son iguales . La ecuación (22) depende de *ct 2> , 
A
 t "v|/* En e l problema e s t ac iona r io e l va lo r correspondiente 
a Z es X-, s cOp. % = VM í por tan to lo s parámetros 1 y M en 
l a Ec.(6) aparecen combinados en uno so lo . Todos los r e s u l t a 
dos c u a l i t a t i v o s sobre á/¡j ro que se derivaron en l a sección -
a n t e r i o r t ienen val idez en e l problema e s t a c i o n a r i o . Hay que 
hacer sin embargo dos nuevas consideraciones : (a) Para e l pro 
blema e s t a c i o n a r i o s l a s Eos.(21) y (22) se transforman en 
« ¡ J 0 e ü a ( l / U ) 
I i «Ja (-4 aJaa 
3 _ gM á (Í/M) 
La ecuación (32) ilustra el significado de a(l/ü): La corrien 
te total es 
Ig = 2 ?r rs 1 ó = N0 e ü a (l/ü) (34) 
así que a(l/ü) es la sección transversal efectiva de la son-
da, (b) Gomo ya se ha indicado, el análisis de la Ref. 
[38] 
es sólo vál ido para t £ t m ; en dicha re fe renc ia se obtiene que 
i ; m 2 ¿Op. t m « 3 . Así pues l o s resu l t ados del presente t rabajo 
serán vá l idos para 
Í é 3 M . (35) 
El máximo de j / j ^ ocurre para TC»1 . 
La t eo r í a rec ien expuesta expl ica e l gran valor de 
¡j/j para 9 = 0 . También puede exp l i ca r l a fuer te disminución 
de l a co r r i en t e cuando se g i r a l a sonda un pequeño ángulo. -
Para 0 ^ 0 ? e l problema cambia en t r e s r e spec tos . Primero,, l a 
función de d i s t r ibuc ión ión ica en e l plano (f$^)9 f 0 Ct? ) , 
contiene aliora una pequeña velocidad de deriva^ U sen ©. Según 
do? e l operador Laplaciana en l a ecuación de Poisson incluye 
—9 9 o 
e l término f~~ d T/ 'd ' f . Finalmente , e l momento de l a c an t i 
dad de movimiento de l o s iones no se conserva, dado que e l -
campo po tenc ia l no es un campo c e n t r a l . Supondremos ahora que 
lo s dos úl t imos cambios t ienen una in f luenc ia despreciable -
sobre l a co r r i en t e recogida por l a sonda; es to se j u s t i f i c a 
en e l Apéndice B, Bajo t a l e s condiciones e l a n á l i s i s de j / 
/ ^ (vf a r b i t r a r i o ) que se r e a l i z ó en l a Sec. I I I no sufre 
a l t e r a c i ó n ; la, deriva Usen© se t i ene en cuenta usando l a nue 
va forma de £o0$f ) l a cual presenta no una? sino dos veloci 
dades c a r a c t e r í s t i c a s ! (KgT^/m.) y Usen©. Está c la ro que 
l a Ec0(6) puede e s c r i b i r s e en l a forma? 
— mm A 9 9 0 j 1 I r sen'1 © 
„ _ . .
 = ___- ( _ „ . . _ _ , g ? ^ ? _ _ _ . „ _ — , y g ) o (36) 
3GO 3CD M c o s © 2 
dado que l a región de i n t e r é s es ©<C1S se puede e s c r i b i r —-
c o s © « 1 ? sen©»© en l a Ec . (36) 0 Los va lores c a r a c t e r í s t i c o s 
de p y c< que han de in t roduc i r se ahora en nues t ra a n t e r i o r 
di scusión sobre 3 /ÜQQ» no son yd « ^ y ¿* «s í ^ / y ¿" , sino 
y$ * ^ / -i- M2 ©2/2 s ^ (37) 
2 M © 
Of * ^ — - - - (£ 4- — — — ) s ec™ (38) 
Y s í .^ 2 T 
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(aunque l o s efectos 6.e M y M^ © / 2 en (36) no son a d i t i v o s , -
se pueden cons iderar a s í en una discusión c u a l i t a t i v a ) . Mien 
t r a s Q sea tan pequeño que jQt^&jQ » I a co r r i en t e permanece — 
prácticamente cons tan te . En cuanto © se hace del orden de l a 
mayor de l a s cantidades (2yd) /M y (2 £ ) /M, l a cor r ien 
t e comienza a disminuir* Cuando 0 es tan grande que tt^^-l, 
se t i ene P á 1 a s í que l a función &(f0)/f0 ©& l a Ec.(23) es 
menor que l a unidad; en ese caso a*crece (cas i ) l inealmente 
con f mientras que fQ/ ZQ permanece cas i constante,, Así — 
pues á /ágjí» 1 (excepto s i l/M es muy pequeño). De hecho e l 
máximo de l a co r r i en te desaparece para un va lo r de © más pe -
queño que e l va lor que hace tf^ = -j. 
Antes de usar l o s resu l tados del a n á l i s i s del p ro -
blema no-es tac ionar io en e l caso es tac ionar io? es preciso exa 
minar cuidadosamente l a s dos condiciones que conducen a l a -
s imi lar idad H-S: (A) Si se r e t i e n e e l término "b Y/d^ en 
l a ecuación de Poisson ( 8 ) , l a E C . ( 1 5 ) se transforma en 
= _ _ _ _ _ x < V ( f , < ) - 1 — r - > ( f -1) (39) 
donde ^} t i ene e l mismo s igni f icado de l a Ec„(l6) y donde ade 
más se ha usado l a va r iab le £ , equivalente a Z • Despreciar 
e l término 9 V / 9 # , como se indicaba en l a Sec. I I I , equi 
v a l e , por t a n t o , a e s c r i b i r 
< V - Í 9 W-bí > ^ < V > (40) 
en l a Eo . (39) . Esta misma ecuación puede ser usada para obte 
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ner ~& V/3if : in tegrándola ima vez con respecto a ^ y der i 
vando dos veces con respecto a |f , se obtiene ( s i (40) es vá 
1 ¿ —_---x- j sü—-- - I 2 d ln J j ——-75— » 2 d ( - - - - -—) /" + 
df2 
Á. 
a-
W[ <- 1 L » c t C d ^ 
1 •m 
(41) 
a s í que 
A _ 2 3 y Ts^ / A _ 2 d ¥ V - Ts ó 
v - 3 -¿ T > v "Tí r 
- 2 M _ _ ; ^ _ ? 
J(2lnf-1)<——T-
(42) 
Tanto (2 1 n f - l ) como f presentan un máximo abso-
lu to en e l máximo va lor de f considerado; por tanto se t iene 
<(V-
d2f1 - d K o 
X ¿ „ \ « y- —w-/2. ?r - 4 Í (—;-) + 
»m 
.L JLJi. 
' / é (43) 
Por otra parte se cumple aproximadamente (Apéndice 
A) que % 
-1 .-1 
------«-£?— = A^1< r1(^ =0D)- f\t=0)t (44) 
L2j"~1 
u. cj 
d2<T ^ 
——•£-- ^ 2 A Í » 
2 
•#» 2AV . (45) 
Para los valores típicos de £ y "^f considerados 
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en es te a n á l i s i s se t i e n e , § (£= oo)~ 5 ( ^ = 0 ) « 0 e 1 5 y 
AV < 0.20 . Se obtiene 
/ A - 2 3 ' V \ - , 4 Y s ? ,n. 
"*£"$&?, 
"
1
 . (46) 
m 
Dado que 4-5" es del orden de la unidad y el error 
absoluto en la aproximación <^ \>>»V es del orden de 0.1 resul 
ta que la condición buscada es 
A 1/2 
1 > Y / . (47) 
(B) Si se i n t e g r a dos veces l a ecuación de movimien 
to de un ion a lo largo del eje z en t re z = o y z = l , con con 
diciones i n i c i a l e s z = o y dz/dt = U, se obtiene una ecuación 
para e l tiempo t^ que e l ion ta rda en r e c o r r e r l a sonda, 
U t-L ü t i 1L 
1 = _i- ( 1 + _ - i _ - Ü ) , (48) 
1 1 2 M¿ 
donde "*¡£ e s t á dado por 
_ >"1 
(49) 
y e s t a i n t e g r a l se ca lcu la a lo largo de l a t r a y e c t o r i a del 
ion . Si d'Y/Z'f es lo suficientemente pequeño e l pa rén te s i s 
de l a Eo.(48) se reduce a l a unidad y se obtiene e l va lor de 
t-j_ para movimiento uniforme t^ = l /U, sobre e l oual se basa l a 
s imi la r idad H-S. Esto solo puede se r verdad s i Ñj»/2M24£1 . 
Integrando l a Ec.(39) con respecto a f y derivando con r e s -
_ 27'.-
pec to a ^ se o b t i e n e : 
W -ir f-, o \ r 2 d J _L Í - 2 /" ? ' ~1 ^ c V 3 ^ \ i cn i 
a s í que, como máximo, 
2 M2 4 M¿ 
donde se c o n s i d e r ó e l peo r caso p o s i b l e ( f i g u a l a fm i n i -
c i a l m e n t e ) y se es t imó d 5 ~ / d ^ í ^ 0 o l 5 ? 3 ^ / a ^ < » 0 , 2 0 . De l a 
E c . ( 5 l ) r e s u l t a que s i 
^ S < M 2 (52) 
se t e n d r á t ^ = l /U con un e r r o r de menos d e l 3$® 
Fina lmente se hace v e r que (a ) pa r a ob t ene r de h e -
cho l a c o r r i e n t e cap t ada po r l a sonda se debe a ñ a d i r a l a Ec . 
(34) l a e x p r e s i ó n N 0 e i r r I e l extremo d e l a n t e r o de l a son-
, y (b) e l a n á l i s i s de l a Ref. [38j 
t r a t a b a de una sonda cuyo p o t e n c i a l e r a cambiado de ce ro a Vs 
en e l i n s t a n t e t = 0 (en l u g a r de una sonda i n t r o d u c i d a repen 
t inamente en e l p lasma)• Las obv ias c o r r e c c i o n e s que r e s u l t a n 
de e s t o so lo son i m p o r t a n t e s s i T-,^ "1» pero s e rán i n c o r p o r a 
das a l o s r e s u l t a d o s de l a próxima sección* 
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Y.- RESULTADOSMA1ITIGOS Y GRÁFICOS Y DISCUSIÓN. 
En e l Apéndice 0 se presenta e l desa r ro l lo matemá-
t i c o que conduce a una fórmula para g A m e n ®1 problema no 
e s t a c i o n a r i o . Según lo indicado en l a s Seos* I I I y IV, se pue 
de usar e s t a fórmula directamente en e l problema del movimien 
to e s t ac iona r io ? s in más que poner ZT = "^n— Í A . Así pues, se 
t iene 
„„„_ = „ tf < k (53) 
3GD (8%) 1 / 2 1 
? »* • á 1 /2 
£MtTff 2 f ^ . h 1/2 ( o( A.- 1) 
S L «•» 
(54) 
donde Q" viene dada por 
E_f(:mcr)l/2:= (2 %É)1/2 i/M B (TT ^ o.6i2/m2)l/2 (55) CT -"p ' 
y h = l n f f 2 / ( ^ 2 - l ) . (56) 
La cor r i en te ión ica adimensional Í / JQQviene dada -
por l a e c vte o i ó.u 
"3rt„- /atffoCíf)!*/^ . (57) 
La función de d i s t r i buc ión ión ica en e l plano z = o 
es una d i s t r i buc ión Maxwelliana con una velocidad de deriva 
a s i 
U0 (sen©^© para l o s ángulos de i n t e r é s ) que l a Ec.(57) dá 
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3QD Jo 
(i 2» *GD JJJ¿ — ni • / n 
Alt tA a-u* - — - a-y-n 1 _ Jí-xA \ x n2fl2 
0 Jo 2TT%3!¿ I 2 1 T E B T Í ^. 
1 
- 2 v * U O c o s O * 
t i , a 
¡ .2.2K / «i 
J
 '
 d0D 
O —?± f00 d v y i£5 ij H / 2 j * 
J exp(^ - - ) e3cp( -^ -—) I 0 ( 2 ^ - v ) — - (58) 
donde I 0 e s l a función de B e s s e l modi f icada de orden ce ro y 
2 / ( ( í 2 - ¡ ) o M 2 0 2 ( f f 2 ^ D 
s s 
Usando l a s Ees* (53) y (54) f se puede e s c r i b i r l a 
Ec* (58) en l a forma 
1 tres2® , , _ , 
-JZ'- 7¡-^yi7rrx (/-> 1 •s) < 6 0 ) 
donde P
 0 
X = X0(y4,9^) + 8 X ^ , 7 ) , s = 2(1~CT ) / l n í f ¿ (61) 
X<>(/S ? ) E X £ ' - f 1 e x p ( - / 2 / l y ) í d v e x p ( - v / y ) I 0 ( 2 / a v l / 2 / t o ) 
o^ 
«! . / ¿ 2 f00 v V 1 / 2 2 T
 1 1 
x Y e r p ( - ¿ — ) J d v e x p ( - y ) l 0 ( 2 / ™ y — ) ~ I sen"1 - - ^ + 
j 
X^.jOsrf = lf1eXp(_--i--) / dvexp(---)I0(2yHT1/2/^ ) — 
» [i - ~ sen-1 -¿g- - -L (v - 1)1/2] (63) 
(v - 1)1 '2 
x _ _ _ _ „ _ | ( 6 2 ) 
v 
-30-
No es posible llevar a cabo la integración analíti 
ca de las Ees. (62) y (63), aunque varios casos límite son -
fácilmente integrables,, En particular? para f •—*- 0 (límite 
de temperatura iónica nula) se obtiene 
U.0 M© 
TQ 4-sZ^j = 1 , / ¿ 1 (64) 
[2 . \1/2 
s 
2 - — [sen y: + "-'"-^ """"J * -p: 
2
 1 1 2 2 l/21 
1
 - TT sen r^ " if ( / "1) J * / > 1 (65) 
mientras que para # —»—0, se t i ene 
x|f + sX°^=Er£ ^~ 1 / / 2 4-2( i T ^ ) " 1 / , 2 e x p ( - ^ ~ 1 ) - 2 ^" 1Erfc y " 
+ s ^ * " 1 E 1 ( 2 7 " 1 ) - 2 ( T r 7 ) " 1 / / 2 e x p ( ^ " 1 ) E r f c y 1 / 2 ! .(66) 
Para ^ f i jado y A —»«-GD, se t iene: 
X ^ ' 4-sXíj « X£~ 4-s X* « Í _____ _
 s „____ (67) 
0
 i o 1 ^ u
 T T y ^ » 
esto es? todas las curvas tienden a la curva límite correspon 
2 
diente a Ij_ = 0* Finalmente para /t /& fijado y & —*-GD? se 
llega a 
x£* 4.sxfV» -------- exp(-^—)l0(^-)(l - - - ) , (68) 
(
 fr^)V¿ 2f ° 2*¡ 2 
2 Guando M- /2^ —•-0 el lado de la derecha de esta ecuación -
tiende a 4(tr y ) ~ 1 ' 2 (1 - s/2), coincidiendo con el límite ~ 
y __»»-OD de la Ec.(66). Por otra parte la Ec»(68) puede escri 
birse también de la forma 
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' ly*- . 27 .. ' . 2¡^  .. . 27 . . 2 . 
(69) 
p 
que en el límite /*- /2 ^  —*- CD coincide con la Eo.(67) y con 
la forma límite de la Ec«,(65) para M* —*-a> . 
X(»I0 + sX-j) está dado gráficamente en la fig. 7? 
como una familia de curvas X( Ái ) con parámetro •? . Para ca-
da ^
 f se presentan curvas para dos valores de s (s=0, s = 
= 1/3)# Dado que X es lineal en esta variable, se puede i n -
terpolar y extrapolar exactamente para otros valores de s; -
debe observarse que X es siempre muy próximo a X0„ la función 
X( H-) es una representación directa de la estructura del má-
ximo, dado que ^^d/d^ y /* ^ © • 
Al calcular X numéricamente para ^ grande, se ob-
serva un fenómeno inesperados al aproximarse a la curva V¡ =0, 
cada línea ^ =constante (grande) excede a aquella y luego se 
le apresa ^ arri* [x(y )>X(f = 0)J. Sste
 9feeto fue tan 
pequeño en las curvas de la fig. 7 que no se pudo representar 
claramente en la figura, por lo cual todas las curvas se in-
terrumpieron en su primera intersección con la línea 'j? = 0, 
La existencia de este fenómeno puede ser deducida explícita-
mente de la misma Ec.(69), válida para fr grandes la función 
á Los aspectos cualitativos de la fig. 7 (así como de las fi 
guras 9-11) están en completo acuerdo con la discusión de 
las Seos. III y IV. Por ejemplo, el brusco cambio de pen-
diente de la curva X(/S 7 = 0") en /¿ = 1 ocurre cuando U0 es 
tal que Zj= ZT* si T¿^0, hay un espectro continuo de.valo 
res de £ y el ángulo en M-- 1 se suaviza. 
ÉLJÍ^ 
Fig.7 Corriente normalizada X en el intervalo angular' del má-
ximo, en función de la temperatura iónica n y el ángu-
lo u (normalizados), y el parámetro s. 
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(2jfy) _ exp(-y) I0(y) , 
la cual es cero para y= o y tiende a la unidad para y —•-OD , 
tiene un máximo igual a 1.17 para y«0o80 0 
El hecho de que la curva X(/¿, ^=0) no sea una co-
ta superior de la familia de curvas X(/C, ^= constante) impli 
ca que no se cumple la desigualdad "32/3^ <¿ 0 para todos los 
valores de V y M- , como a primera vista se esperaría. Se pue 
de entender esto observando que la velocidad de un ion es la 
suma de dos vectores: la velocidad de deriva, que tiene una 
orientación fi ja, y la velocidad térmica, cuya función de dis 
tribución no depende de la orientación» Si 1f es el ángulo que 
forman estas dos velocidades, está claro que un incremento -
del módulo de una de ellas puede disminuir el módulo del veo 
tor suma para un cierto intervalo de valores de f* ; bajo a l -
gunas condiciones el aumento en la parte de la corriente to-
ta l debida a este intervalo, puede dominar la disminución que 
aparece para los otros valores de t« 
De las Ees, (64)-(65) y (66) se pueden derivar fór 
muías explícitas para las características principales del má 
ximo de la corriente? la altura, y la semianchura angular -
l/2 (lue e s ®1 ¿oble del ángulo 0 para el que el valor de -
la corriente es igual a la mitad de su valor máximo)a Para -
la altura del máximo se tiene 
3 
3QD 
3
 (a n\ TTE0- M f_0V o lp l ,__, 
Oh o^ 
las funciones XQ' j X^( están dadas en la Ec. (66) y están re 
presentadas en la fig. 8. Para la semianchura se tiene la con 
Vjfla J d \ ¡ ^ ^Jja \z-/Jb ¿, 
X$ + s xf" = 0.5 [xjf + s X°H (71) 
donde, según l a E o . ( 5 9 ) ? se t i e n e 
A M © w 2 ( * - i ) , / £ l 
/ = A/2= Tcy f S72)^7~ ' (72) 
Dado que, como se ve en la fig. 7? todas las curvas ^=cons 
tan te alcanzan el límite 7 = 0 para valores de M claramente 
A 
menores que M
 1 / o ? l a l e ( 7 1 ) se puede e s c r i b i r ? 
x£ 4-s l f = 0.5 I X0/ + sZ.j ' j ; (73) 
la Ec.(73) sólo contiene las funciones dadas en las Ees.(64) 
(65) y (66), Se puede obtener una aproximación útil y explí-
cita para Owp, despreciando la dependencia en s y aproximan 
do X^ en la forma 
-1/2 
/X 24-(4/TT) 2-1J (74) 
lo cual conduce a un error menor que el 3f°°, se tiene entonces 
A [" y s Jm<r 2 ' ] i / 2 r 8 2 4 2 ] i /2 
V2*2 [-¡áj-rz-yj [(-^r-.J. ^ - ^ J . (75) 
La ecuación exacta^ Ec„(73) , se ha resuelto numéricamente 
para s = o y s= 1/3, y A/p( ^  ) se ha representado grafio amen 
te en la figura 9* 
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Fig.8 Funciones auxiliares X y X en función de la tempe-
ratura iónica normalizada r¡ . 
s=o 
V 
Fig.9 Semianchura angular (normalizada) V 1 / 9 del máximo de la 
corriente, en función d_e la temperatura iónica normali-
zada n y el parámetro s. 
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V I . - COMPARACIÓN PON RESULTADOS EXPERIMENTALES. 
La f i g . 10 p r e s e n t a J/ÓQQJ en función de l /M, pa 
Imax 
r a un v a l o r de Aff J v a r i o s v a l o r e s de £ , según l a E c . ( 7 0 ) 
s 
y según l o s r e s u l t a d o s e x p e r i m e n t a l e s d i s c u t i d o s en l a Ref. 
[37 J • Se dan cu rvas t e ó r i c a s pa r a B =10™ ( l í n e a s c o n t i n u a s ) 
y A- 10""^ ( l í n e a s a t r a z o s ) . En l a Ref.f"37*f se es t imó que en 
l o s exper imen tos A e r a d e l orden de 10""^ ó menor, y se supu 
so por t a n t o que un a n á l i s i s "basado en l a h i p ó t e s i s de que -
T.< = 0 s e r í a adecuado. La t e o r í a p r e s e n t e demuestra que l a con 
d i c i ó n n e c e s a r i a pa ra que se pueda d e s p r e c i a r e l movimiento 
t é rmico de l o s i o n e s (IJ¡_Í65 0 ) no e s £< 1 s ino y < 1 (de hecho 
l a cond ic ión e s a lgo más d é b i l : aproximadamente, y<0.5) .> co 
mo se observa c la ramente en l a f i g . 10. Si £ =10 % e l a cue r 
do e n t r e t e o r í a y exper imentos e s e x c e l e n t e pa ra £ =0*009 y 
S = 0.041 ; p a r a 8 = 0 . 0 8 l o s e r r o r e s , , aunque mayores , no p a -
san d e l 20fo (excepto por un d a t o , que s i n duda? e s t á e q u i v o -
c a d o ) , que e s e l margen de e r r o r de l a medida. S Í ^ # S S 2 X 1 0 ~ " , 
e l acuerdo ;;•, en g e n e r a l , m e j o r a r í a mucho. 
Los r e s u l t a d o s e x p e r i m e n t a l e s de í l e s t e r y Sonin [37] 
i n d i c a n que l a c o r r i e n t e depende l i n e a l m e n t e de Y*, l o que 
e s t á d e ' a c u e r d o con l a t e o r í a p r e s e n t e , ya que 2m'^'T J "" 
t ^ s 
á/doQ^ K^ . La t e o r í a de B e t t i n g e r y Chen [36J p r e d i c e por 
— 3 /2 
e l c o n t r a r i o que 3 « ^ ^ . 
La f i g . 11 p r e s e n t a l a semianchura (normal izada) -
d e l máximo en función de l/M p a r a l a s mismas cond ic iones de 
l a f i g . 10, según l a t e o r í a p r e s e n t e ( l í n e a s c o n t i n u a s , jS -
= 10 y l í n e a s a t r a z o s jB = lO™0) y según l o s r e s u l t a d o s ex 
pe rimen t a l e s de l a Ref
 0 [37] . La semianchura 9 w p d i f i e r e de 
00 
o 
max 
/ £ = 0.009 
A 
EXPERIMENTO: 
o e = 0.009 
o = 0.036-0.045 
A = 0.08 
O 
A 
M 
max 
Densidad de corriente adimensional máxima, J/j 
en función del radio, e , y longitud, Í/M , 
(adimensionales) de la sonda, según experimentos; 
Ref.[37]5 y según la teoría preseiíte (líneas conti-
nuas g 10 , líneas a trazos 10 ) para i¡> =15. 
EXPERIMENTO: 
0 8= 0.009 
= 0.036-0.045 
= 0.08 
A 
M • 
Fig.ll Semianchura angular normalizada, 1/2/ L l/2j del BC 
máximo de la corriente, como se define en la Ref ;37: 
r " 
según experimentos, Ref.¡37 , y según la teoría 
u 
presente, para las mismas condiciones de la Fig.10. 
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A 
0 1 /p 9 en que para su def inic ión se r e s t a previamente de l a -
co r r i en te l a fracción de é s t a que corresponde a una sonda in 
f i n i t a ; ®i/? l-ari e s e^" v a l ° r -^e e s a cant idad que obtienen — 
36J para T ¿ » 0 o El uso de 9WA en vez de -
©•j/p e n I a fig» 11 permite una comparación d i r ec t a con los -
37 í . El acuerdo en t re t e o r í a y expe-
-2 
rimen tos e s , en genera l , bueno para A «¿10 , 
Los experimentos mostraron que 0^/p ÍJ ®i/2 ' n 0 ^2 
pende de Y a ; e s to e s t á de acuerdo con l a t e o r í a p resen te . -
como se v e r i f i c a fácilmente en l a Ec . (75 ) . El a n á l i s i s de l a 
Ref»[36j p red ice , por e l c o n t r a r i o , que ©1/o'N'"4C • Nótese 
también que para I^asO, l a t e o r í a presente predice que ©-)/2 
depende l inealmente de £ ; e s to e x p l i c a r í a l a conclusión a l -
canzada en l a Ref. [37j , es tablec iendo que, para I ^ « 0 , l o s ~ 
datos experimentales acerca de l a cant idad ^ 1 / 2 / j ^ l / 2 l-nn 00^— 
ciden en una curva única ( u n i v e r s a l ) . Obsérvese, sin embargo, 
que para muchos de lo s puntos experimentales de l a l±g. 11, 
( los mismos que se discuten en l a Ref0í°37l) l o s iones no pue 
den se r considerados f r í o s (^>0„5). . 
Por o t ra par te n i s i qu i e r a para % » 0 puede e x i s t i r 
una curva u n i v e r s a l , excepto para l/M pequeño, pues 9^/2 no 
es una función exactamente l i n e a l de £ (depende también de -
Resultados experimentales r e c i e n t e s , obtenidos en 
e l Fluid Mechanics Laboratory del I n s t i t u t o Tecnológico de -
r ía» 401, parecen confirmar l a completa val idez — 
c u a n t i t a t i v a del a n á l i s i s l levado a cabo en e s t a t e s i s . Para 
una confirmación ad ic iona l i n d i r e c t a , véase e l Apéndice C. 
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VII.- OOMgDUSIONES. 
El presente análisis trata de un importante f en orne 
no en la respuesta de corriente de una sonda cilindrica de -
Langmuir que se mueve en un plasma rarificado» Para una son-
da infinitamente larga la teoría clásica predice que cuando 
el ángulo 0 entre el eje de la sonda y la dirección del moví 
miento disminuye, la corriente experimenta un suave decreci-
miento^ se ha observado, sin embargo, que para una sonda fi-
nita la corriente puede mostrar un comportamiento claramente 
opuesto, en la forma de un agudo máximo de la corriente para 
9 pequeño. El máximo, que puede ser grande aun para sondas -
muy largas, aparece cuando el potencial es fuertemente nega-
tivo y tanto el número de Mach basado en la velocidad ionoa™ 
cústica, M, como la razón de la longitud de Debye al radio -
de la sonda, £ , son grandes» 
Los únicos análisis de este efecto de extremo lle-
vados a cabo hasta, el momento son una teoría muy simplifica-
da del régimen 1>3 M (donde 1 es la razón de la longitud de 
la sonda al radio de Debye) y algunos cálculos numéricos del 
régimen 1X3M, para 0=0, En este trabajo se estudia riguro-
samente el caso 1^3 M, para 0 arbitrario dentro del interva-
lo angular donde se presenta el máximo; se supone que la fun-
ción de distribución de los iones es Maxwelliana, Se llega a 
la conclusión de que si j es la densidad de corriente media 
en la superficie de la sonda, y j^s j (l—^OD) [dada en la -
1 —• 
Eo9(7)j? entonces j/j0Dse puede escribir de la forma? 
1/300= I'/JQO (Í/M, 8, ¿8, Ya, M9) (76) 
donde á es l a razón de tempera taras y "^ = - © "VS/KB Te (Vs 
es e l po tenc ia l de l a sonda y Te es l a temperatura e l e c t r ó n ! 
c a ) , Específicamente se encuentra que 
(8T s ) l / 2 VTr£M6 2 J l / j C D = Z(yi4? s) (77) 
donde í , 0 r , > A , ^ y s se definen en l a s Ees. (17) , (55) , (59) 
y (61)„ La función Y(E9"V8) en l a Ec„(í7) e s t á dada en l a f i 
gura 5* 
En l a s Eos* (61)-(63) se da una representación in te 
g r a l de l a función X. Puesto que X 
ma único cubre todas l a s condiciones pos ib l e s ; ese diagrama 
aparece en la f i g . 7 y da l a famil ia de curvas X(A) con pa-
rámetro Jp
 ? para dos va lores de s* Dado que X ^ o / j ^ , y JA^Q, 
dicha f igura representa l a e s t r u c t u r a del máximo. Las Ees* -
(70)
 ? (73) ? y (64)~(66) dan fórmulas e x p l í c i t a s para l a a l t u 
r a y semianchura del máximo? que también se pueden obtener -
gráficamente de l a s f igu ras 8 y 9* Todas l a s predicciones de 
l a t e o r í a concuerdan bien con los datos experimentales ( f i g . 
10 y 11.;, Ref*[40] y Apéndice 0 ) . 
El efecto de extremo puede se r aprovechado para l a 
"diagnosis" de l o s plasmas» La primera observación que convie 
ne hacer es que la temperatura e l ec t rón i ca no influye en e l 
máximo; J/JQQ depende de Te solo a t ravés de 5> ; e s t a depen-
dencia es muy débi l ya que l a var iación logar í tmica en e l t é r 
mino l n £ es cancelada cas i totalmente por e l término Y* -
Dado que 3 ^ tampoco depende de Te , se han de usar otros a s -
pectos de l a respuesta de co r r i en t e de una sonda (usualmente 
l a pendiente del logaritmo de l a co r r i en t e e l ec t rón ica para 
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potenciales Vs ligeramente negativos) para la determinación 
w-f P4 m 
Aparte de parámetros no relacionados con e l estado 
del plasma (U, 1, r s ) y de una dependencia funcional déb i l - -
( logar í tmica) a t ravés de o y de In 0*, l a a l t u r a y semi-an-
chura del máximo de l a c o r r i e n t e vienen dados por expresiones 
de l a forma: 
I s m a x ^ ™
 Ys ^1 (No Z±Ai. I % % / % ) , (78) 
O l / 2--]?2(N0 Zi/nii, KB Ti/mi) (79) 
donde P-j y 3?2 son funciones conocidas, N0 es l a densidad del 
plasma , y Z¿? m¿ y % son e l número de carga, l a masa y l a -
temperatura de lo s iones* Puesto que 
IS(©=TT/2)«^0(© = TT/2)^N0(1 - 2 Z± eTg/sii ü 2 ) 1 ^ (80) 
I s 0 0 ( © = T T / 2 ) / l S o o ( 0 = 0 ) = (1 - m i U 2 / 2 Z i e V s ) 1 / ' 2 (81) 
es pos ib le determinar H05 Y s , ^±/'¿± J ^ i / z ¿ de lo s datos ex-
perimentales para I s ( 0 ) . El va lor I s ( 0 = 0 ) debe se r e x t r a -
polado de datos experimentales para 0 moderadamente pequeño; 
s i esa extrapolación no es lo suficientemente aproximada^ se 
pierde una ecuación [ l a E c ( 8 l ) J y se n e c e s i t a algún dato adi 
c iona l para l a determinación de N05, YQt m^/Z^ y T¿/Z¿B Por -
o t ra p a r t e , para T¿« 0, (digamos y < 0 a 5 ) ? se t i ene Z«Z(^=0) 
y desaparece una de l a s incógni tas (no se puede determinar -
Finalmente recordamos que a l a s ya mencionadas con 
diciones (sobre £ ,VQt e t o . ) que se han de p resen ta r para l a 
existencia del efecto de extremo, se han de añadir otras con 
UtX, O i ÜXXfc? fe> A JL I I iX) C4fc2 K3 ucSL í¿> X) v/ X O X ^ I Ucá/ ÍD O XJXXJL) ,X. ü _L, O d C * -X. vJXi C5 fc> fc^Xl O Ja. cj/XXo* Ju Ja 
1«Í^3M 
2/^/f « Vg^ M2 , ^ l 2 . 
El estudio que se lleva a cabo en esta tesis apare 
41J . 
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Apéndice A 
DETERMINACIÓN APROXIMADA DEL CAMPO POTENCIAD EN EL 
PROBLEMA SIMILAR NO ESTACIONARIO 
En la Sec, III las funciones &(t) y <^V(j%t)^> de 
la EC.(15), fueron sustituidas, por las constantes ST y V
 9 En 
este apéndice se obtienen cotas superiores e inferiores de -
<\>> (en el intervalo 1 éz f £ fm) y 5*; esto permite determi-
nar dichas constantes, así como los errores de las aproxima-
ciones, $ =<5 y <^y>= V ° Tales errores, muy pequeños, se dis 
cuten aquí y en el Apéndice C, 
Para acotar las funciones §" y V conviene establecer 
el siguiente lemas Sean "HC(<?) (K=1,2) funciones definidas 
por las ecuaciones 
r 1 Vaj> (^a^/af ) = g2 % [ YK( ?), f ] f*i (A-I ) 
^ K ^ ) = T S . NkCoo) = O, (A-2) 
donde % [ f , ^ j es acotada en e l dominio f ^ 1 ? "^^f'^-O, com 
p a t i b l e con l a Ee„(A™2), y t a l que HC decrece raonotónioamen 
te de "V a cero* Sea también E^ I f, f J ?fe E-¡ L"^9?. e n e l ail^e~ 
r i o r dominio, y E.J f , f j una función no decreciente de f. Si 
se escr ibe *<>%r/7)n S-"4C5V» s e ^ i 0 3 1 6 entonces 
5°2 ^ £j . (A-3) 
Para probar (A-3), supóngase que, por el contrario, 
cTp < ^-j* Integrando (A--1) dos veces, se obtienes 
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f 
Es evidente que en un cierto intervalo, 1 < ,P < j? » 
se tiene N^Cf ) >^¡(f ), donde fa es tal que 1^( fa)= "V¡(fa) 
f existe
 ? sea finito o infinito, puesto que *W,(oo)= TfC(aD)J. 
De esto se deduce que 
o = V2(fa)- ^ ( f a ) = r a ( í r j2)m fa+£2 / a f 'a f ' m(fa/f*) 
Ji 
M^t^'^f'J^I [^(f'^f'Jp^C^- J"2)lnfa 
| >V^(fa/f í)^l[^(f^fj^lf^2(f í),f ,j} 
1
 (A-5) 
lo que demuestra que X? no puede ser menor que <L , 
Considérese ahora un tiempo t > 0 , grande comparado 
con un c i c l o de l a frecuencia e l ec t rón i ca pero pequeño en l a 
esca la de l a frecuencia i ó n i c a l ü>-n. >"b ^ W^.^e / 2 1 1 ! ) I; se 
ind ica rá es to escr ibiendo ZSdX^. tí^O* I s evidente que l a -
E c ( 2 ) será ya vá l ida y, por o t ra p a r t e , l o s iones no habrán 
respondido todavía a l campo po tenc ia l repentinamente es tab le 
30J) 
• V(r»0) = 1- TT1 sen"1 f^-ex-pi-f) (A-6) 
Haciendo P1 = V(ü»0), ^ = f ( t » 0 ) , yP2 = f^1^ W2= f2^1\ 
donde 
P 2 ( l ) [ 1 | r 2 ( l ) ( f >»f ] = 1~ TT 1 sen~ 1 p- 1 -exp ( -y s ) , ? 2 ( 1 ^  1-exp(»fs) 
(A-7) 
= Y 2 ( l ) - T f 1 sen"1 ja""1 , f 2 ( l k l ~ e x p ( « T s ) 
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se cumplirán l a s condiciones del lema, a n t e r i o r y por tanto -
se tendrá J"(*C«0)^¿*? . De un modo s imi l a r , haciendo '^2 = 
= V ( r « 0 ) , ¥ 2 = Y ( r « * 0 ) , jI1=lj2K Y1= f^2K donde 
F t 2 ) [Y j C 2 ) ( f ) ? f ] = 1 - T T ~ 1 sen~1j>"*1 - e x p ( - p ) , Y ^ 2 ^ P 
(A-8) 
= M - e x p ( - p ) j ^ / p - Tf"1sen*"1f "1» í f ¿ P 
y p=1 - e x p ( - ^ ) , se tendrá 5 ( C » 0 ) ^ X V ' . Dado que F^ y 
F.J son l i n e a l e s en "MO"'' y Y respect ivamente, es f á c i l 
c a l c u l a r Sp ^ ^1 * y c o n e l l ° aco ta r ¥ ( ^ ^ 0 ) « 
Si ahora se considera e l l í m i t e t (ó "C ) —**-GD, se 
t i ene (véase de nuevo e l apéndice c i tado de l a Ref. [30 ] ) 
V ( t - ^ o o ) = 1 - ~ dxexp(-x) sen"1 - - ( - I | — C — ) Lexp(^ff) 
°
 J ( A - 9 ) 
Es evidente que <)(t—*--ao) =^ ("EíSfO) ya que 3y(xr-->-Go)/"3Y">0 
y e l segundo término de V("C—»-QO) es mayor o i gua l que — 
rr sen™"' j * """' para Oé'fé "l|f ; por tan to 5"( C—*-OD) ^ 5p • ~ 
Es posible también encontrar una cota i n f e r i o r de <5"("^ —#-00),, 
^
3
^ (véase l a Ref . [39 ] ) . 
Para V a r b i t r a r i o no es posible obtener una aco ta -
ción d i r ec t a de § ( T ) , pues no se t i ene una expresión e x p l í -
c i t a de \? más que en l o s l í m i t e s Z•& 0 y ^•-*>-(». Sin embar 
go, e l cá lcu lo de íf2> » £1 Y %}J muestra que e s t a s can 
t idades son todas muy próximas ent re s í , por lo que J(<rí»0) 
o¿ §(S--*>-QO); e s to induce a pensar que 3*( t ) es aproximadamen 
te constante para "& a r b i t r a r i o s Para confirmar e s t o , obsér-
vese que l a s Ees. (A-6) y (A~9) muestran que l a densidad ióni 
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oa en torno a la sonda, N¿, decrece entre í = 0 y £ -*^CD. -
Supóngase que este decrecimiento es monotónico en el tiempo; 
es obvio entonces que JCta? 0) ^  J(fc ) ^  J( t—*-oo) ya que 5 
disminuye cuando disminuye N¿. Pare, obtener la desigualdad -
anterior, la condición de monotonía de N-j_ es suficiente pero 
no necesaria; se llega al mismo resultado con la condición -
más débil % ( r & Oj^N-i^t )^ Nj_( T —*-a>). De hecho, como 5\ sÓ 
lo depende de V de un modo global , es evidente que incluso 
se podría violar esta última condición sin invalidar la desi 
gualdad anterior acerca de 5"(T) 
Si se definen $™1 = (2Íg )""1+(2 ^ ' )™1, Y = 
= 5 -ln£
 ? y se calculan 5p y ¿L se obtiene la fig. 
5 para T(£,*fO* El error en la aproximación <T( t) = cí ¿ocre 
s 
• —1 — 1 " — 1 
ce para £ y V decreciente? para £ . = \|f~" =10™', e l e r r o r 
es menor que e l 5$; para 6 = 10" y "f" /- 10 , es menor que 
e l 1^. Esta estimación es claramente pes imis ta puess (a) se 
tomó l a cota i n f e r i o r de <5"(2r —*-oo) como cota i n f e r i o r de — 
J ( T ) , aun cuando solo i n t e r e s a e l i n t e r v a l o iTíé^m? (b) no 
i n t e r e s a 5T(t) por s í mismo, sino solo en e l cálculo de c i e r 
t a s i n t é g r a l e s . 
En lo que se r e f i e r e a l a aproximación K^~ V , -
considérese de nuevo e l caso Z¡&0, De l a Eo.(A-6) se sigue 
que V ( f = 1 ) ^ 1 / 2 , y que a medida que f c rece , 9 se aproxi -
ma rápidamente a l a unidad y permanece aproximadamente igua l 
a é s t a has t a que l a densidad e l ec t rón i ca se hace apreciable* 
2 -1 f ro É Se obtiene fácilmente que J = £ f" ( f d f tf. 
"O 
tt La h i p ó t e s i s •BN^/aí' < 0 parece bien j u s t i f i c a d a ya que 
d ( t ) > d ( ® ) para T mayor que r ^ 0 s 
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Dado que l a carga espac ia l (V ) no afec ta a l campo po tenc ia l 
próximo a la, sonda, es evidente que en una c i e r t a región — 
(grande) en t omo a l a sondaj^V)» puede se r aproximada por -
una constante algo menor que l a unidad. 
Se puede obtener e l l ími t e de e s t a región haciendo 
J ( t ) = 5 en l a E O . ( 1 5 ) e introduciendo fm = (2 f Z ) £ ~*1. 
Dado que f > 1 y que "W/^f debe ser nega t ivo , se ha de te 
- ni/J3- ^ P o r l o 1ue ^ ^ decrece rápidamente para f>P m . 
Uti l izando l a s funciones Yo y W c i t adas anteriormente 
como aproximaciones para V C t ^ O ) , se obtiene que <V^>0»60 
para f = T m . Así pues 0.60< <V> < 1 para 1éf£? ( f puede 
ser algo mayor que f ) . Un a n á l i s i s parecido para t •—*-oo, 
conduce a l mismo resultado. Mediante consideraciones semejan 
t e s a l a s empleadas en e l a n á l i s i s de S(t)tt a r b i t r a r i o , -
se deduce de lo a n t e r i o r que 0.60<£^V^ < 1 para t a r b i t r a r i o 
y f^ f . Se puede escoger una constante V =0 ,80 y e s c r i b i r 
</V^ = V • El e r ro r absoluto de e s t a aproximación es menor que 
0„20? pero e s t a es una estimación pes imis ta por l a s mismas -
razones c i t ad a s en l a discusión del e r r o r de £(t ) = <T ; t í p i 
camente, se tendrá un e r r o r absoluto menor que 0* 1, en <V^ > = 
= V * 
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Apéndice B 
V K£"¿DB1-J «X*BA^PÜJ ¿J vh*/-X»J eJLd&X? K^&Ju-XVX^fL* _XúXJT2tXL^X* «X^*J*\¿Jud ^laAXzJ XXX*J tv*/ *X* X=JX t, X* ív^ V^X V .X^d*i 
Guando la sonda no está exactamente alineaba en la 
dirección del movimiento, la densidad iónica no posee sime-
tría central, debido a la presencia de la velocidad de deri-
va? U sen 0, En la Seo. IV se supuso que estgáisimetría no te-
nía influencia apreciable sobre la corriente iónica a la son 
da* La asimetría aparece dos veces en la ecuación para el mo 
vimiento radial de un ion 
2
 d2f rV ,e2r. , -2 f nV . r f . , 
£ _ „ _ „ _ _ _ J, „ ^ x Q / &z (B-1) 
d r 2 ?P f3 [Ao ° JO a f J 
donde A 0 e s e l momento de l a c a n t i d a d de movimiento (adimen 
s i o n a l ) en e l i n s t a n t e "Cs0.n t = 0 (cuando e l i o n a t r a v i e s a 
•Pi 
e l p lano z = 0) y e l segundo té rmino en e l p a r é n t e s i s r e p r e s e n 
t a e l cambio en e l momento de l a c a n t i d a d de movimiento debí 
do a l campo a z i m u t a l D^/df*
 & Guando 9 = 0 se t i e n e ^ V 3 f = 
= 0 y e s p o s i b l e d e t e r m i n a r l a r e g i ó n A y e n c o n t r a r l a f u n -
c ión a*(fc) usando l a E c ( l 8 ) en ( 1 9 ) . Si © ^ 0 se t i e n e , s i n 
embargo
 ? que W/Z<f j¿0 y por t anto : ( a ) W/dP depende de 
<f a causa de l a p r e s e n c i a de l té rmino "9 W/d*P en l a e c u a -
c ión de P o i s s o n i (b) e l segundo término en e l p a r é n t e s i s de 
l a E C . ( B - I ) e s d i f e r e n t e de c e r o . 
La dens idad ad imens iona l de ca rga se puede e s c r i b i r 
en l a forma: 
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1 / t f 1 f2W Í 1 9( j>,£, f ) = — f V ( f , < f f ) d f + J t f - - — / \>{?,£,f)cLf'y 
2 F i 0 [ 2TT j 0 J 
= V f ^ 4 ^ ( f . < » f ) . (B-2) 
Como l a ecuac ión de Po i s son e s l i n e a l en V y "\|/ , y l a s con-
d i c i o n e s de contorno pa ra d icha ecuac ión no dependen de T > 
se puede e s c r i b i r °^= ' ^ ( f , £ ) + "Y,( f
 t1? *<?)» donde so lo ^ 
depende de V- . Si se escoge una e x p r e s i ó n modelo, s e n c i l l a , 
pa r a V^ se puede c a l c u l a r tC , y e s t i m a r l a i m p o r t a n c i a de 
l a a s i m e t r í a de l campo p o t e n c i a l en e l movimiento de l o s i o -
nes» La e x p r e s i ó n modelo debe s a t i s f a c e r , desde l u e g o , t o d a s 
l a s c o n d i c i o n e s que se sabe s a t i s f a c e V^ , 
Es e v i d e n t e que S L ( ^ = 0 ) = Q s i , en ve rdad , i o n e s 
y e l e c t r o n e s no son a f e c t a d o s por e l campo p o t e n c i a l h a s t a -
a l c a n z a r e l p lano ^ = 0 ( z = 0 ) 8 (Véase e l f i n a l de e s t e apén 
En su v i a j e a l o l a r g o de l a sonda l a función de -
d i s t r i b u c i ó n de l o s i o n e s se r e a j u s t a , y a l c a n z a l a forma l í 
mi te c o r r e s p o n d i e n t e a una sonda i n f i n i t a m e n t e l a r g a , ——— 
y . (ft^)t s i 1 e s s u f i c i e n t e m e n t e g r ande ; una c o t a mínima 
d e l v a l o r de 1 n e c e s a r i o pa ra a l c a n z a r aproximadamente d icha 
forma l í m i t e , e s l a l o n g i t u d c o r r e s p o n d i e n t e a un c i c l o de -
l a f r e c u e n c i a i ó n i c a d e l p lasma, e s t o e s 1= 2TTMA-Q (Apéndice 
G)* Suponiendo que l a v a r i a c i ó n de V. con £ e s l i n e a l , se -
t i e n e (pa r a 1< 2ffM)i 
A 
Z 1 \) 
V 2-rrMA-n ' °° 2TTM 
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l a forma 
b-j = 1 
b 1 = 0 
i ^ > m 
f>fin 
La función >&-iCD(.fi<P) s e puede e s c r i b i r como 
V1Q0= b 1 ( f ) c o s ^ 4 . b 2 ( f ) c o s 2 f + . . . . . , (B-4) 
y para una estimación aproximada se puede retener sólo el pri 
mer término de (B-4). Finalmente se puede aproximar b.¡(P) en 
(B-5) 
con lo que finalmente se t i ene l a expresión modelo 
1 f 11 f f< f " 
VA?,í,f)= — ? i -cOBf , J * l (B-6) 
•
 2TrM
 1 °J 1 f>fm i * -
Se puede entonces c a l c u l a r "Vj/1 exactamente, y determinar su 
importancia en l a Ec(B--1) . Usando l a condición 1^3 M, se l i e 
ga a l a conclusión de que V. no a fec ta a l o s resu l tados en 
más de un 1O^0 Teniendo en cuenta l a s aproximaciones pesimis 
t a s in t roduc idas , parece j u s t i f i c a d o e l desprec iar l a asime-
t r í a del campo potenc ia l en e l cá lculo de l a co r r i en t e (Seo. 
IV). 
Tanto l a discusión a n t e r i o r como e l a n á l i s i s de l a s 
Seos* I I y I I I , descansan sobre una h i p ó t e s i s fundamental. -
Esta h i p ó t e s i s es que l a función de d i s t r ibuc ión ión ica en -
e l plano z = 0 es igual a l a función de d i s t r i buc ión aguas — 
i Esta aproximación parece claramente pesimis ta (es to e s , exa 
gera l a importancia de V>.j), porque en e l i n t e rva lo angular 
de i n t e r é s , se t i ene C<T<1, es to e s , M 2 9 2 / 2? ' s < 5/2 £ 1 . 
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arriba de la sonda. Obviamente esto es solo una aproximación, 
pues el campo potencial delante de la punta de la sonda debe 
afectar de algún modo a los iones que alcanzan el plano z= o. 
Se puede estimar la importancia de este efecto» empleando una 
aproximación adecuada para el potencial r en dicha región»-
Dado que £ <C 1 y que W debe tener simetría esférica (aproxi 
madamente) en las cercanías del frente de la sonda, se puede 
poner? 
T(z< 0) & "fjf . (B-7) 
En e s t a s condiciones, se puede determinar exactamente e l mo-
vimiento de lo s iones para z< 0 y se ob t iene , por ejemplo, -
que 
z i ®i W¿ 
__±_._±_ ( z = o ) = 1 + — — — • (B-8) 
N0 - 1 + 2 W 
donde o 1/0 
2W = (1 4- 2 W D - 1 . (B-9) 
Se puede demostrar que l a s per turbaciones en l a den 
sidad y en l a velocidad azimutal de los i ones , en z = 0 , son 
despreciables* Por e l c o n t r a r i o , l a per turbación en l a ve lo -
cidad r a d i a l de l o s iones , en algunos casos , puede a fec t a r -
apreciablemente la co r r i en t e ión ica a l a sonda. Esto ocurre 
cuando l a sonda es muy c o r t a ( K 3 M) y ^g/M2 e s t á próximo 
a l a unidad f véase l a condición (52) ] • 
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Apéndice O 
DESARROLLO MATEMÁTICO PARA EL PROBLEMA SIMILAR 
NO ESTACIONARIO 
Para determinar j /j» cuantitativamente Ees. (53) 
y (54) de la Seo. VJ es necesario, primeramente, calctilar -
el tiempo de viaje a la sonda de un ion de la región A . Uti 
lizando la fórmula (18),. se puede integrar la ecuaci 
movimiento radial de un ion; se obtienes 
2 J r Tsa m . 6^ U sen V U0 / i . 
' ° (0-1) 
Para ^ ^ *^2, el tiempo de viaje a la sonda es 
¥Q r oi-1/s 
'
0=
 / ° d f f(df/d^)2J (0-2) 
y desarrollando (d/*/d£) en (0-1) en torno a 2 £ l-'ty' j l n ( v 
L s 
/f0) +/» o o s 2 f J se a t i e n e : 
1/2 fo , « 1
 e r t ( l J 1 f o + «* / 2 ) l / 2 - e r f (0 (* /2 ) l / 2 
r0^TT & ^ l 2 ' fl-0(*aen2fo- g, feí* )/02/fa2 1T^2 
con un error del orden del l/*f se ha definido 0f = c( eos ^ 
y g-j(y) = 3 1 / 2 ey I lerfo(3y/2)1/ /2/erfc(y/2) l /2j-1 I. Para — 
#4 Para hacer estimaciones numéricas de los errores debidos a 
* "
 A
 ) se ha simplificaciones asintóticas ( HC^ 1» £" < 1 ¡> Pí V 1 
supuesto Y"s^  10, 5 ^ 0 . 1 , ^ * ^ 6 , 1 . 
Para "D«1/M. 
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yQ>"T'72 se t i e n e : 
i \ 1/2 (ñnf ) ¡ f /P 
1 -
1 - * * - vfo2/fm2 
2 * * ( l - 2 v f 0 2 / f m 2 ) (0-4) 
e l segundo término proviene del i n t e rva lo f > f , donde ( d f / 
o 
puede ser aproximado por un polinomio de segundo g ra -
do en f , 
El s iguiente paso es i n v e r t i r (0-3) y (0-4) para -
obtener ^>maJr(<fQtZ^)í q.ue es e l máximo va lor de P (para un 
valor dado de «p ) "recogido" por la sonda antes del i n s t a n -
te 2: „ De l a Eo.(0-3) se obt iene: 
f02 [ e r f O* fQ +0T * / 2 ) l / 2 ^ e r f ( « o É / 2 ) l / 2 ] 
* fra2 S0 2(1 - * * ) (TT 4 » g 2 V ^ 2 ) " 1 % (C-5) 
Para l l e g a r a (0-5) se h ic i e ron l a s aproximaciones 
exp (-o( ) ( i - « serr«P ) » 1 - t f (0-6) 
g 2 (^* )=g 1 (« ' 0 É ) exp(-flf *) erfc(or*/2)s5rg25 0 .75 ; (0-7) 
obsérvese que g2(y) va r ía en t re 0.732 y 0.782 para 0 4 y é 0 . 1 . 
También se hizo l a aproximación 
1 4-Tr"1 V g 2 f c 2 f l - e r f c ( l n f 4- # * / 2 ) 1 / / 2 / e r f c ( « ' * / 2 ) l / 2 | 
» 1 4.TT""' v g2 r (0-8) 
que se justifica por el hecho de que fm es muy grande. De la 
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Ec.(0-4) se obtiene una fórmula igual a (0-5), excepto que -
ahora las dos funciones error se suman. Si se desarrolla la 
i / 1/2 i función erfc(ú< /2) para &( pequeño con una aproximación 
del ifo se obtiene 
e rf ( H i f 0 H 0 É / 2 ) l / 2 í e r f ( < X * / 2 ) l / 2 ^ [ l ^ ( 2 0 ( * / T T ) l / 2 c o s f o ^ 
x f l - e r f o ( l n f 4 . ^ o á / 2 ) l / 2 / ( l - ( 2 ^ á / T r ) l / 2 c o s f 0 } l (0-9) 
El segundo factor se puede esc r ib i r en la forma aproximada 
1-er fo( ln ífQ ¡1 - (2ó(á/w)l/2 c o s f J O - * * ) 1 ' 2 } ) • (0-10) 
Finalmente se obtienes 
«r2 (1-pf*) [l-(2oc*/tr ) V 2 «os f T (0-11) 
donde QT está dado por 
1/p 9 —1/2 
crerf(lnO-) = f
 m t (TT 4- V ggt ) . (0-12) 
In (0-11) y (0-12) se ha escr i to frnnv en vez de /*., 
y t ©n vez de "C0; es tas ecuaciones proporcionan e l máximo 
valor de f "recogido" antes del momento t , para un <? da-
do. El error de las aproximaciones anteriores es del orden -
del Vfo [39J . 
El último paso para la obtención de j / 3 „ es inte 
grar sobre f entre la unidad y e l menor de los valores 
^ m a x ^ o ' ^ ^ ' ^ A ^ O ^ ' y lue<§° integrar sobre *f
 Q« La figura 
!12, presenta un diagrama que f a c i l i t a la comprensión del cal 
culo; se incluyen varias curvas de la familia f í ^ ,0" ( t ) J 
= constante» Nótese que hay ui^valor <T-¡- t a l que si (JXCTT. ^A 
CT>cr, 
Fig.1'2 Diagrama auxili íar para la determinación de a*(x) 
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ourvas f j f,no se cortan mientras que si 0*>O"L existen 
dos puntos de intersección, con ángulos *f!¡(cr) y ^(cr); Pa~ 
ra crsOTj,, se tiene ^ = <P2» La ecuación «. = k(<J^ )» donde 
2 2 2 
f Ino- 2 ln<y -1 1/2 y 1, lncr _H 
h(cr) = — 5 — - -- (—-2-—) . - — > 5 - (1-—-K--) 
r Ino- 2 ln<y -1 1/2 y "¡ ln<s* 
(0-13) 
proporciona el valor CTTÍ. Para <S < <5"-r se tiene 
a = 2 / dfQ / ' f df ^TTO* ; (0-14) 
para <ST > 0"^  se tiene 
o Tj(<r) 
^T 2(G") 
Sólo la integral segunda presenta alguna dificultad; para cal 
cularla se hace la aproximación 
f A 2 ( f 0 ) « ( « * s e n 2 f 0 4 ? / 4 2 f 1 m [ l . 3 2 ^ e* (cí** 
+ Vfm2)(oí* sen 2 f Q 4 Vf r í f )" 1 ] . (0-16) 
Finalmente de las Eos»(0-14) y (0-15) y la igualdad 
1*/3 r o=ea*/^(8y g) l / 2 (C-17) 
se obtienen las les, (53) y (54) con un error que debiera ser 
menor que el 4^ « En la fig» 13 se comparan ciertos cálculos 
numéricos de j/j^ [37] con la fórmula obtenida de (53) y (54) 
por integración sobre una fQ Maxweluana. El acuerdo es bueno, 
Joo 
Fig.13 Dependencia temporal de la densidad de corriente adimen-
sional j/jro, según los cálculos numéricos de la Ref. [*37j 
(líneas a trazos) y según el análisis del Apéndice C 
(líneas continuas), para e 10 -2 \¡) = 15 y 3 variable 
s 
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_Ap_^njdice_D_ 
EL MALÍ SIS DE BETTINGER Y QHBN PARA l > l m 
Dado que l a t e o r í a d e s a r r o l l a d a en e s t a t e s i s e s t á 
A 
limitada al régimen 1£3 M, parece apropiado comentar brevemen 
36J para el régi — 
-A, 
men 1>3 M . 
Usando la terminología de esta tesis, y a la luz de 
la fig. 6, dicho análisis puede resumirse de la manera, siguien 
te; 
(A) Se divide la región A en dos subregiones, lia 
mémoslas A¿ y A-p, que se encuentran dentro y fuera de la ca-
pa de Debye respectivamente. Para el radio de dicha capa — 
equivalente a f 6 exp(-5 ) , se usa una expresión "a" obte 
nida de resultados numéricos para sondas en plasmas en repo-
37J, "a" presenta una dependen 
cia de Y equivocada; esto produce errores en la dependencia 
(B) Se supone que la sonda captura todos los iones 
que inioialmente estaban en A¿¡; esto conduce a la condición 
A 
l > t m M ^ 3 M . En cuanto a Ap, se observa co r r ec t amen te que -
e l t iempo e q u i v a l e n t e que ha de u s a r s e en e l problema no e s -
t a o i o n a r i o no e s r ^ H l / M s ino £".,"" ^"m-N,o o b s t a n t e , en vez de 
i n c o r p o r a r e s t a c o r r e c c i ó n a sus f ó r m u l a s , B e t t i n g e r y Chen 
a j u s t a n adecuadamente l o s d a t o s e x p e r i m e n t a l e s en t o d a s l a s -
comparaciones de t e o r í a y exper imento que d i s c u t e n . Desgrac ia 
damente, e s t e p roced imien to puede conduc i r a confus ión ; a s í 
- S o -
por ejemplo en e l resumen de l a t e o r í a de B e t t i n g e r y Ohen -
que se i n c l u y e en l a Ref .¡_37j , no se c o n s i d e r a n n i l a c o r r e e 
c ión de l a s fórmulas n i e l a j u s t e de l o s da to s e x p e r i m e n t a -
l e s , l o que conduce a un desacuerdo exagerado e n t r e t e o r í a y 
exper imento en l a s f i g u r a s 5a? b y c de d icha r e f e r e n c i a . 
(0) Pa ra c a l c u l a r Zm? se siipone que "^\/df e s de 
l a forma f , aún cuando l a expres ión ' c o r r e c t a v iene dada -
por l a E o . ( l 8 ) . Sin embargo, se e n c u e n t r a que l a v a r i a c i ó n de 
^ m con e l v a l o r de n u sado , no es muy g rande . 
(D) La h i p ó t e s i s más c r u c i a l d e l a n á l i s i s e s l a — 
a p r oxxmac 3, on 
a ^ C c ) / ^ - Zm (D-1) 
donde ax. es la parte de a perteneciente a Ag, y la constan 
te de proporcionalidad se obtiene del límite *t-.—p^m. Esto 
es claramente incorrecto porque el valor de "ty en el borde de 
la capa de Debye es de 0(1)? por lo que en xana extensa región 
más allá de dicha capa no se pueden aproximar las velocidades 
de los iones por sus valores asintóticos a menos que y6^1 -
(véase el comentario sobre el criterio de Bohm en la Seo* I). 
Is evidente que para >6< 1? el error de la lo. (D-1) puede ser 
apreciable excepto si t-, es muy grande. 
(E) Un último error es el aproximar f. («f) por su 
valor asintótico. Esta aproximación es claramente inaceptable 
para la región A¿. El error resultante debiera ser apreciable 
para valores moderados de t-,
 # 
A pesar de las objeciones que preceden, la compara-
ción entre teoría y experimento para potenciales moderados -
- 61 -
en la Ref.J36| es sa t i s fac tor ia . Parece razonable u t i l i z a r -
A 
esa teoría para 1>3 M, con tal que se use un radio de la ca-
pa de Debye apropiado (fL) y que se incorpore la corrección 
——=oo0oo=— 
